Il linguaggio algebrico
In questa attività vengono considerati alcuni aspetti dell’insegnamento-apprendimento dell’algebra nella scuola secondaria superiore. Dopo anni di studio molti allievi delle scuole secondarie superiori, anche quando riescono a manipolare formalmente i segni del linguaggio dell'algebra, riuscendo a conseguire un soddisfacente profitto, non usano l'algebra come strumento di pensiero per comprendere, esprimere e comunicare generalizzazioni, oppure per descrivere relazioni fra grandezze o, ancora, per formulare una dimostrazione. Il problema è quello di sviluppare una opportuna didattica in cui gli allievi imparino a diventare padroni del senso vero dei simboli che usano, evitando la memorizzazione di regole e meccanismi formali.

L’analisi delle difficoltà e degli errori più frequenti degli studenti nelle attività di tipo algebrico è di rilevanza fondamentale per la progettazione didattica. Alcuni dei principali misconcetti ed errori che caratterizzano l’attività algebrica sono dovuti al fatto che la maggior parte degli studenti vede l’algebra come calcolo puramente meccanico e governato da regole mnemoniche, per essi il linguaggio algebrico è vuoto, privo di significato. Sembra che una delle cause di difficoltà riscontrate stia proprio nell’incapacità di dar senso ai simboli algebrici come simboli di un linguaggio che non sia pura sintassi. Molti studenti di conseguenza non sono in grado di trattare le formule come strumenti di pensiero su cui fare le trasformazioni secondo gli scopi del problema.

Il pensiero algebrico è inscindibile dal linguaggio formalizzato con cui si esprime e dalle sue manipolazioni. Per  “formalismo algebrico”  si intende il sistema di segni e regole sintattiche che governano la costituzione e la trasformazione delle espressioni simboliche in algebra . Si può osservare  che le principali  funzioni di individuazione e trasformazione del formalismo algebrico permettono alla matematica di essere non solo un linguaggio adatto a descrivere la realtà, ma anche un potente strumento di ragionamento e previsione attraverso la messa in formula di conoscenze sui fenomeni e la derivazione, mediante trasformazioni, di nuove conoscenze sui fenomeni stessi.

 E’ quindi importante mettere in atto interventi didattici che tentino di far riconoscere agli alunni i valori profondi e le potenzialità del linguaggio algebrico. 

Sviluppo dell’esperienza
Secondo il documento degli assi culturali la competenza matematica consiste nell’abilità di individuare e applicare le procedure che consentono di esprimere e affrontare situazioni problematiche attraverso linguaggi formalizzati. La competenza matematica comporta la capacità di usare modelli matematici di pensiero e di rappresentazione grafica e simbolica (formule, modelli, grafici), la capacità di comprendere ed esprimere adeguatamente informazioni qualitative e quantitative, di esplorare situazioni problematiche, la capacità di porsi e risolvere problemi, di progettare e costruire modelli di situazioni reali.

La conoscenza del linguaggio matematico si rivela sempre più essenziale per l’acquisizione di una corretta capacità di giudizio. In particolare, l’insegnamento della matematica deve avviare all’uso del linguaggio e del ragionamento matematico, come strumenti per l’interpretazione del reale.

Questa attività, relativa al modulo del calcolo letterale, è finalizzata allo sviluppo delle seguenti competenze dell’asse matematico:

1)
Utilizzare le tecniche e le procedure del calcolo aritmetico e algebrico, rappresentandole anche in forma grafica

2)
Individuare le strategie appropriate per la soluzione di problemi

Abilità/capacità:

· Tradurre dal linguaggio naturale al linguaggio algebrico e viceversa (leggere e interpretare formule in linguaggio algebrico e viceversa esprimere in formule proposizioni del linguaggio ordinario)

· Argomentare e dimostrare tramite formule e loro trasformazioni algebriche

· Formalizzare il percorso di soluzione di un problema attraverso modelli algebrici

· Convalidare i risultati conseguiti sia empiricamente, sia mediante argomentazioni.


Questa attività  presenta un approccio al linguaggio algebrico attraverso  attività di dimostrazione di congetture sulle proprietà dei numeri interi, nella quale entrano in gioco sia aspetti di generalizzazione che di trasformazione simbolica.



L’insieme dei numeri naturali rappresenta un terreno di studio ricco e stimolante in grado di favorire sia l’introduzione del calcolo letterale in un contesto motivante, sia la riflessione su alcuni concetti importanti del pensiero matematico, quale quello di congettura, di verità di una proposizione, di dimostrazione, di verifica.

Attività n. 1

Interpretazione di scritture

1) Considera il numero n = 3 ∙ k ∙ 7, discuti se è un numero pari, se è divisibile per 21, se è divisibile per 15.

2) Il numero n = 3 + k è divisibile per 3?

3) Se a = 22 + 33 + 55 posso dire senza fare i calcoli se a è pari, se è multiplo di 11, se è multiplo di 5, se è multiplo di 10?

4) Cosa puoi dire se a = b + 7 e b = 2?

5) Se 12 ∙ k ∙ 5 = 0 cosa puoi dire di k?

6) Se 2  ∙ k ∙ 7 = k cosa puoi dire di k?

7) Se 3 ∙ h = 3 cosa puoi dire di h?

8) Se h + k = k cosa puoi dire?

9) Se a ∙ 0 = a cosa puoi dire di a?

10) Se a ∙ 0 = 0 cosa puoi dire di a?

11) Se a + b = 43 cosa puoi dire di a + b + 2?

12) Se n – 246 = 762 allora n – 247 = …

13) Se a = b + c e a + b + c = 24 cosa puoi dire?

14) Se a = 2b e a + b = 12 cosa puoi dire?

15) Quando è vera l’uguaglianza a + b + c  = d + a + c?

16) Quando è vera l’uguaglianza 3 ∙ b = c ∙ 3?

17) Se m + n = 18 quanto risulta 4m + 4n?

18) Se m – n = 30 quanto risulta 3m – 3n?

19) Sia a = 2b, riscrivi le seguenti espressioni in modo che vi figuri una sola lettera        a + b,     a ∙ b,     a / b,     3a + 5b,     a + 2b.

Traduzione dal linguaggio naturale al linguaggio simbolico

Attività 2

Traduzione in formule

Traduci in formule le seguenti relazioni

1) Il numero a è il doppio di b;

2) Il numero x è 8 volte il numero y;

3) Il numero n è la somma di m e 5;

4) a è 15 unità più di b;

5) Il numero a supera di 5 unità il doppio di b;

6) Il triplo di x è inferiore al numero y di 8 unità;

7) Il numero n eccede di 7 unità il numero m;

8) Il numero x è inferiore di 9 rispetto al doppio di y;

9) Il doppio della somma di a e b è 42;

10) Il doppio prodotto di a e b è 18;

11) Il numero a è il quoto di b diviso 3;

12) Dividendo x per il numero y si ottiene quoziente 3 e resto 2;

13) Il quadrato di x è uguale al suo doppio;

14) I quadrati dei numeri a e b differiscono di 20;

15) Il numero x diminuito di 5 e diviso per 7 dà come quoto 6;

16) Il triplo di u è uguale ad u stesso aumentato di 20;

17) La somma dei primi quattro multipli non nulli di n è 30;

18) Il successivo di n è 7;

19) n sottratto al suo successivo è uguale a 1. 

Attività 3
Traduzione formale di proprietà di numeri naturali quali: l’essere pari, l’essere dispari, l’essere multiplo di un numero, ecc.

1) Prova a stabilire quali espressioni rappresentano un numero pari o un numero dispari:

2k    


con
k = 0, 1, 2, … 

2k – 1 

con
k = 1, 2, …

2k + 2

con
k = 0, 1, 2, …

2k – 2 

con
k = 1, 2, …

2k + 3

con
k = 0, 1, 2, …

2k – 3 

con
k = 2, 3, 4, …

4k     


con
k = 0, 1, 2, …

4k – 1


con
k = 1, 2, …

k + 1


con
k = 0, 2, 4, 6, …

k – 1 


con
k = 2, 4, 6, … 

k – 2 


con
k = 3, 5, 7, 9, …

2k(2k + 1)

con
k = 0, 1, 2, …

(2k)(2k)

con
k = 0, 1, 2, …

(2k + 1)(2k + 1)
con
k = 0, 1, 2, …

(2k + 1) – 1 

con
k = 0, 1, 2, …

2)
Stabilisci cosa indicano le seguenti espressioni:


3n
 

con   n = 0, 1, 2, …


5n
 

con   n = 0, 1, 2, …

10n
 

con   n = 0, 1, 2, …


n /2
 

con   n = 2, 4, 6, …

3)
Stabilisci se le seguenti espressioni rappresentano:


a) 
numeri pari, ma non tutti


b)
tutti e soli i numeri pari


2n – 4


con   n ( 2


2n – 10

con   n ( 5


4n + 2

con   n ( 0


4n  


con   n ( 0

4)
Trova modi diversi per esprimere che un numero è multiplo di 3

Esempi di attività di indagine in ambito aritmetico

Attività 4

Discuti le seguenti informazioni sui numeri naturali giustificando perché secondo te sono vere oppure false.

1) La somma di due numeri pari è pari.

2) La somma di due numeri dispari è dispari.

3) La somma di un numero pari e uno dispari è pari.

4) Se la somma di due numeri naturali è pari allora il loro prodotto è pari.

5) Se la somma di due numeri naturali è dispari allora il loro prodotto è pari.

6) La somma di due numeri pari è divisibile per 4.

7) Se il prodotto di due numeri  è pari ciascuno dei due fattori è pari.

8) Se il prodotto di due numeri è dispari allora tutti e due i fattori sono dispari.

9) Il quadrato di un qualsiasi numero pari è divisibile per 4.

10) Tutti i numeri divisibili per 3 sono anche divisibili per 9.

11) Se un numero pari è divisibile per 3 è anche divisibile per 6.

12) Se 5 divide due numeri naturali divide anche la loro somma o la loro differenza.

13) Di tre numeri naturali consecutivi almeno uno è divisibile per 3.

14) Il prodotto di tre numeri naturali consecutivi è divisibile per 6.

15) Se m è un numero primo, anche m2 è primo.

Per le attività riguardanti la  dimostrazione in ambito aritmetico ho previsto la realizzazione di:

· dimostrazioni costruite in attività collettiva (allievi e insegnanti);

· dimostrazioni guidate dall’insegnante;

· dimostrazioni fornite autonomamente dall’allievo.

I seguenti esempi evidenziano il ruolo svolto al riguardo dalle trasformazioni algebriche: esse consentono all’allievo di vedere una stessa cosa da più punti di vista e gli forniscono chiavi di lettura diverse per interpretare proprietà. 

Dimostrazioni in ambito aritmetico

Attività 5

1) Cosa puoi dire sulla somma di un numero con il suo quadrato?

2) Cosa puoi dire sul prodotto di tre numeri consecutivi?

3) Cosa puoi dire sulla somma di due numeri dispari consecutivi? Giustifica le tue affermazioni.

4) Dimostrare che il prodotto di due numeri pari consecutivi è divisibile per 8.

5) Cosa puoi dire del predecessore del quadrato di un numero dispari?

SOLUZIONE

1) Se si considera la somma di un numero con il suo quadrato difficilmente la semplice lettura della formula n2 + n porterà l’allievo a comprendere che in ogni caso tale somma sarà un numero pari, ma trasformando la scrittura in n(n+1), quest’ultima potrà suggerirlo più facilmente.

2) Si può procedere in due modi diversi:

· (n – 1)n(n + 1) = n(n2 – 1) = n3 – n. Questa scrittura permette di dire che il prodotto di tre numeri consecutivi è uguale alla differenza tra il cubo del numero di centro e il numero stesso.

· n(n + 1)(n + 2) = n3 + 3n2 + 2n. Questa scrittura non consente la lettura fatta nel caso precedente.

3) La risposta si ottiene immediatamente con l’uso del linguaggio dell’algebra: 2n – 1 + 2n + 1 = 4n. Quindi la somma di due numeri dispari consecutivi è divisibile per 4. Non è questa l’unica strategia risolutiva: fra le altre si può notare che la somma di due numeri dispari consecutivi è il doppio del numero pari che è compreso fra i due numeri dispari e quindi, essendo il doppio di un numero pari, è divisibile per quattro.

4) Consideriamo due tentativi:

· 2k(2k + 2) = 4k2 + 4k

Questo tentativo non permette di arrivare alla soluzione. Si può soltanto dire che 4k2 + 4k è un multiplo di 4.

· 2k(2k + 2) = 2k*2*(k + 1) = 4k(k + 1)

4k(k+1) è sicuramente un multiplo di 4, ma per dimostrare che è anche un multiplo di 8 basta cogliere che k(k + 1) rappresenta comunque un numero pari, infatti k + 1 permette di ottenere un pari se k è un numero dispari.

5) Se traduciamo in formula otteniamo 
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. Questa espressione non dice immediatamente qualcosa riguardo alle proprietà. Proviamo a svilupparla trasformandola in una espressione equivalente. Otteniamo:
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. In tal caso è immediato rendersi conto che si ottiene un multiplo di 8. Infatti abbiamo il prodotto di 4 per un numero pari (quale che sia n il prodotto tra n e il suo successivo è pari, in quanto si tratta di un prodotto tra un pari e un dispari). Ecco, la forma 4n (n+1) evoca sensi differenti, pur avendo lo stesso significato di 
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Problema
Dimostra che la somma di due numeri dispari consecutivi è uguale al doppio del numero pari compreso tra essi.

Per questo problema si prevede la realizzazione di dimostrazioni guidate dall’insegnante in cui vengono scanditi i vari passi dimostrativi.

Esempio di dimostrazione guidata

Occorre partire considerando due numeri dispari consecutivi.

Esprimi con una espressione letterale il primo dei due


2n + 1

Esprimi con un’espressione il numero dispari consecutivo del primo
2n + 3 

Scrivi la somma dei due numeri




(2n + 1) + (2n + 3)

Occorre provare che questa somma è il doppio del numero pari compreso tra i due numeri

Trasforma perciò la scrittura  (2n + 1) + (2n + 3) applicando, opportunamente, le tecniche del calcolo letterale:   2n + 1 + 2n + 3  = 4n + 4 = 2(2n + 2)

Leggi e interpreta la scrittura  2(2n + 2): rappresenta il doppio del numero pari compreso tra i numeri dispari (2n + 1) e (2n + 3).

Allora quanto si voleva è dimostrato.

Attività 6

1) Dimostra che la somma di due numeri pari consecutivi è uguale al doppio del numero dispari compreso tra essi.

2) Dimostra che la somma di un numero naturale, del suo doppio, del suo triplo e del suo quadruplo è un numero che ha come cifra delle unità lo 0.

3) Dimostra che la somma di quattro numeri naturali
consecutivi è un numero pari.

4) Dimostra che la somma di cinque numeri naturali consecutivi è un multiplo di 5.

5) Osserva:  3 = (22 + 2)/2;   4 = (32 + 3)/3;   5 = (42 + 4)/4. Controlla la verità delle uguaglianze; fai qualche esempio analogo, ad esempio 6 = ……… Dimostra che ogni numero naturale maggiore di 1 si può ottenere nel modo descritto.

6) Dimostra che il prodotto di due numeri dispari consecutivi aumentato di 1 è un quadrato perfetto. Fai degli esempi numerici.

7) Dimostra che la differenza tra i quadrati di due numeri naturali consecutivi è sempre dispari. Fai degli esempi numerici.

8) Dimostra che la somma del quadrato di un numero con il successivo del suo doppio è uguale al quadrato del successivo del numero stesso. Fai degli esempi numerici
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